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RESUMO

Neste artigo, 0 Método dos Multiplicadores de Lagrange é utilizado para a solucao de
problemas de minimizacao adotando os pontos de vista matematico e computacional. O
primeiro fornece subsidios ao pensamento critico e entendimento dos detalhes
envolvidos na formulagcdo do problema, e o segundo, baseado em linguagem de
programacédo de alto nivel, favorece a performance dos célculos em problemas mais
complexos. Os problemas de otimizacdo dos recursos e eficiéncia dos processos estao
diretamente ligados a atuagcdo da Administracao e, neste contexto, aprofundar os diversos
ramos do conhecimento adquirido pode auxiliar na resolucéo de situacdes que buscam o
méaximo de eficiéncia. O artigo possui foco na apresentacdo das solu¢Ges matematicas
do método dos multiplicadores de Lagrange e respectiva comparacdo com a utilizacéo
da linguagem Python. O emprego da técnica analitica resulta em calculos matematicos
extensos e de média complexidade, enquanto que a utilizagcdo da linguagem resulta em
um problema mais simplificado que pode ser facilmente adaptado em problemas mais
complexos. A disponibilidade de recursos computacionais interativos e colaborativos
permite a utilizagcdo conjugada tanto dos métodos matematicos quanto computacionais.
Além disso, fornece uma visdo mais abrangente das relagbes entre Matematica e
Computacéo.

Palavras-chave: Otimizacdo Linear. Linguagem Python. Métodos Numéricos. Colab.

ABSTRACT

In this article, the Lagrange Multipliers Method is used to solve minimization problems,
adopting the mathematical and computational points of view. The former provides
support for critical thinking and understanding of the details involved in the formulation
of the problem, while the latter, based on a high-level programming language, favors the
performance of calculations in more complex problems. The problems of resource
optimization and process efficiency are directly linked to the performance of the
administration and in this context, deepening the various branches of acquired
knowledge can help in solving situations that seek maximum efficiency. The article
focuses on the presentation of the mathematical solutions of the Lagrange multipliers
method and its comparison with the use of the Python language. The use of the analytical
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technique results in extensive and medium complexity mathematical calculations, while
the use of Python language results in a more simplified problem that can be easily
adapted to more complex problems. The availability of interactive and collaborative
computational resources allows the combined use of both mathematical and
computational methods. In addition, it provides a more comprehensive view of the
relationships between Mathematics and Computing.

Keywords: Linear Optimization. Python Language. Numerical Methods. Colab.

Introducgéo

Os processos logisticos avangam com o tempo e a sua eficiéncia é buscada de
diversas maneiras. Muitas vezes existem limitacGes que exigem que a analise da
eficiéncia seja mais criteriosa. Ou seja, situacdes que demandam a ciéncia dos maximos
e minimos globais ou locais em problemas séo frequentes nos processos de otimizacao.
Desta forma, na obtencdo desses valores, diversos métodos matematicos e
computacionais séo desenvolvidos.

Neste artigo sera apresentado o Método dos Multiplicadores de Lagrange-MML,
como ferramenta matematica para obter solugdes em problemas de otimizacdo com
restricdes da correspondente funcao objetivo. O emprego desse mecanismo é semelhante
para diversas areas, limitando-se a resolver um sistema de equacdes algébricas apenas
de forma analitica ou, mediante a complexidade, por meios computacionais mais
sofisticados, pois, em conjunto com as disponiveis ferramentas digitais € possivel
agilizar os calculos, apresentar resultados para problemas elaborados e ainda analisar as
resolucdes em sua forma gréfica.

Como recurso computacional, serd utilizada a linguagem de programacao Python
e suas bibliotecas numéricas: NumPy (WALT etal., 2011) e SciPy (JONES et al., 2001).
A visualizacdo dos resultados serd assegurada por meio da biblioteca Matplotlib
(HUNTER, 2007) que disponibiliza uma série de funcdes para a visualizacdo gréafica 2D.
A integracdo entre os diversos recursos computacionais foi desenvolvida dentro do
ambiente Colaborativo do Google (CARNEIRO, 2018). A utilizacdo do método
computacional oferece agilidade na obtencdo dos resultados. Desta forma, a linguagem
Python (BORGES, 2014) ¢ considerada facil pelos usuarios iniciantes, pois possui uma
sintaxe simples. Ao associar 0 MML ao Python e suas bibliotecas NumPy e SciPy,
obtém-se um conjunto de ferramentas com finalidades diversas e aplica¢fes variadas,

tais como, a solucdo de sistemas de equacBes algébricas, solucdo de problemas de
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minimizacdo e célculos de zeros polinomiais, alguns dos quais podem ser utilizados na

resolucéo das equacdes provenientes do MML, entre outros.
1 Estratégias de Armazenagem

De acordo com Ballou (2006), na Administracdo o estoque representa muito mais
que uma necessidade, ele representa algo economicamente conveniente se for utilizado
da melhor maneira possivel. Assim, sdo descritas quatro razGes basicas para se criar um
estoque, dentre elas: reduzir os custos de transporte e coordenar oferta e demanda.

Ha& diversos custos para manter um estoque, como a manutencdo do espaco,
iluminagdo e higienizagdo, mas a reducdo com o custo do transporte dos produtos entre
0 local de sua producéo e o ponto de venda pode compensar a manutencéo do estoque,
se 0 aspecto levado em consideracao for apenas financeiro. Além desta caracteristica, ha
outros pontos que devem ser levados em consideracdo para decidir manter um estoque.
Na Forca Aérea Brasileira (FAB) por exemplo, ha vantagem em se manter estoques nos
Postos de Fardamento, para economizar combustivel dos caminhdes utilizados nas
distribuicdes e para agilizar a entrega do material para os militares, uma vez que o Orgéo
Central (SDAB) responsavel pelos fardamentos de toda a FAB localiza-se no Rio de
Janeiro. Ainda na FAB, para os ranchos o estoque auxilia na sua demanda constante,
amparado por legislaces especificas, a FCA 145-13 (MINISTERIO DA DEFESA,
2008) prevé um estoque de segurancga para que o atendimento ndo seja suspenso em
casos de problemas na distribuicao.

Caso 0 estoque seja otimizado, transforma-lo em um estoque mais eficiente se
torna uma tarefa mais exequivel. Conciliar o estoque minimo necessario para o
atendimento em determinado periodo com o estoque maximo realizando uma utilizacéo
racional do espacgo é um desafio para muitos administradores. Em outras palavras, Ballou
(2006, p. 374) afirma que "o objetivo é utilizar o espaco certo de estocagem para que se
possa concretizar um equilibrio eficiente e econdmico entre os custos de armazenamento,
producdo e transporte™.

E importante para quaisquer instituicbes que possuem estoques, como a FAB,
que eles sejam eficientes e auxiliem na reducdo dos custos totais. Os problemas de
otimizacao apresentam varias areas de trabalho, sendo um deles o célculo dos pontos de

méaximos e minimos de fun¢bes com restri¢oes.
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1.1 Economia Eficiente

O aspecto econdbmico € muito importante para qualquer estratégia de
administracdo, uma vez que ele influencia praticamente todos os demais setores
envolvidos. E essencial que se faca uma gestdo eficiente dos recursos, buscando a
maximizacdo dos lucros e a minimizacdo de custos. A andlise de se ter ou ndo um
estoque, como citado anteriormente, € um exemplo do quanto o aspecto financeiro pode
interferir na tomada de decisdes.

Segundo Silva (2010), a maximizacdo de lucros e a minimizacgdo de custos é um
desejo recorrente do tomador de decisdo. No entanto, essa otimizacdo costuma estar
acompanhada de restri¢cbes, 0 que a torna o problema complexo. Por exemplo, uma
demanda a ser atendida ou o tempo escasso que esta disponivel para determinada
producdo. Em alguns casos, a demanda pode ser pequena demais para atingir o lucro
desejado ou o tempo disponivel ndo permite atender a todos os envolvidos no processo
produtivo.

Portanto, estudos no ramo da Economia nesta abordagem sdo vistos como uma
forma para o administrador atingir suas metas de maneira eficaz mesmo em situacfes
em que oS recursos sdo escassos. Nesse caso, a propria escassez € uma restricdo a ser

levada em consideracdo na otimizagdo do processo.

2 Otimizacao Restrita e Mecanismos de Solucéo

Visando a apresentacdo de casos em que normalmente é desejada a sua
otimizacdo, a sua importancia para o ramo da Administracdo e alguns meios pelos quais
ela é obtida, a presente secdo apresenta 0s topicos sobre armazenagem e economia, expoe
um meétodo matematico de resolucdo analitica e uma ferramenta computacional para a

resolucdo numerica via linguagem Python.
2.1 MML Analitico

O Método dos Multiplicadores de Lagrange-MML € conhecido por auxiliar na
resolucdo de questdes em que se deseja obter valores maximos e minimos condicionados.
O método fornece solugdes para problemas de otimizacdo sujeitos a restri¢cdes de valores

da funcdo objetivo, diferentemente de métodos de minimizacdo ou maximizacao global,
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0 que faz dele uma das estratégias numéricas mais aplicavel em situacgdes reais.

Como pode ser visto em Stewart (2017), a base para o desenvolvimento do MML
sdo os conceitos do Célculo Diferencial presentes na grade curricular da maioria dos
cursos de graduac&o. E valido ressaltar que para as fungdes de duas variaveis o método
ainda proporciona uma visualizacdo geométrica.

Para relembrar conceitos, a Derivada expressa a taxa de variagdo de uma funcao
g(x) e é denotada por g'(x). Desta forma, no contexto da funcdo de uma variavel real,
0s maximos e minimos podem ser analisados seguindo a defini¢do abaixo:

Definicéo

Uma funcéo f tem méaximo absoluto (ou maximo global) em c se f (c) > f (x) para todo

x em D, onde D é o dominio de f. O nimero f (c) é chamado valor maximo de f em D.

Analogamente, f tem um minimo absoluto em c se f (c) <f (x) para todo x em D, e 0 ndmero f

(c) é denominado valor minimo de f em D. Os valores maximo e minimo de f sdo chamados
valores extremos de f.

Além disso, de acordo com o Teorema do Valor Extremo (STEWART, 2017), se
f for continua em um intervalo fechado [a,b], entdo f assume um valor maximo f (c) e
um valor minimo f (d) em certos valores ¢ e d pertencentes ao intervalo [a,b].

Uma questdo natural surge ao se considerar as funcdes de vérias variaveis, as
quais modelam uma quantidade maior de fendmenos. No caso de uma fun¢édo de duas
variaveis reais, o teorema apresentado em Stewart (2017) garante que, se uma funcdo f
(x,y) possui um méaximo ou um minimo no ponto de coordenadas (a,b), entdo as
derivadas parciais existem neste ponto e sdo iguais a zero.

Ou seja,

fx (a' b) =0
{fy(a; b) =0 (2.1)

Segundo Stewart (2017), se f for uma funcdo com duas variaveis, suas derivadas
parciais sdo obtidas ao considerar uma das variaveis como uma constante e realizar o
calculo da derivada sobre a outra variavel. Sendo assim, considerando uma funcao f (x,y),
para determinar a derivada de f com relacdo a x, deve-se tratar y como uma constante.
De forma analoga, para determinar a derivada de f com relacéo ay, deve-se tratar X como
uma constante.

Dessa forma, as derivadas parciais representam a taxa de variacdo de uma
variavel quando a outra € fixada e existem varias notacGes para representa-las. As mais

comuns sdo apresentadas a seguir em 2.2.

af a
il y) = fi = é =5 f® y) (2.2)
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O MML é baseado também no conceito de vetor gradiente, denotado por Vf. O

vetor gradiente é definido com base nos conceitos de derivadas parciais e expresso por:
af of  of )

2.3
dx, 0x, " 0x, (2.3)

Vf(X) = Vf(xlleI ""xn) = (

sendo x = (X1,X2,...,Xn) representando as n varidveis reais da funcéo f. Este vetor
indica a direcdo da maior taxa de crescimento da funcdo f . Logo, o vetor oposto indicado
por —Vf aponta na dire¢do da maior taxa de decrescimento de f.

Matematicamente, o MML pode ser definido, em sua forma mais geral, como um
instrumento para determinar os valores maximo e minimo de func@es f (X1,X2,X3,...,Xn)
sujeitas a restricdes do tipo g(X1,X2,X3,....xn) = K, € Vf(x) # 0, por meio de um sistema de
equacOes como segue (PAUL’s Note, 2021):

{Vf(xl,xz, vy Xp) = AVGg(xq, X5, or, Xp) 2.4)
glxy,x3, w0, x) =k '
em que 1 é o Multiplicador de Lagrange e k € uma constante arbitraria. Ao

descrever o sistema de equaces (2.4) de forma mais detalhada, tem-se:

(fro, (X1, X2, o, Xn) = AGy, (X1, X2, .., Xp)
fr, (X1, X2, 000y X)) = Ags, (X1, X2, o0, X))
) fres (X1, X2, 000, X)) = AGx, (X1, X2, oov ) Xp) (2.5)

fen (X1, X2 000y X)) = Ag, (X1, X2, o0y Xp)
\ glxq,x3, w0, x) =k
Assim, no esquema (2.5) fica claro que trata-se do sistema de equacOes

simultaneas com as n + 1 incdgnitas x,, x,, ..., x,, A relacionadas em n + 1 equacdes.

A restricdo as funcBes de duas variaveis simplifica a notacdo matematica da
expressdo (2.3) para V£ (x,y) = (fy, f,). Desse modo, a forma geral da equagéo (2.4) e a
forma mais detalhada (2.5) podem ser escritas como um sistema com trés equacoes e trés
incognitas x, y e A como segue:

fx (6, y) = Agx(x, y)
fy(y) =gy (x,y) (2.6)
glx,y)=C
O conjunto de equaces (2.6) pode ser resolvida analiticamente em alguns casos.
Um exemplo da aplicacdo do MML para funcBes de duas variaveis e uma restricdo de
igualdade € apresentado a seguir.
Aplicacdo 1: Determinar os pontos de minimo da funcédo bilinear f (x,y) = ax +
by sujeito a restricdo g(x,y) = cx? + dy? = C em que a, b, ¢, d, C sdo constantes arbitrarias.

Resolugdo MML.: Neste caso, o sistema ndo-linear pode ser descrito como
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segue:
fr(x,y) = 2gx(x,y) a=2A-2cx
f(y) =2g,(x,y) ={ b=21-2dy 2.7)
glx,y)=C cx?+dy?=cC

O sistema (2.7) pode ser resolvido desde que A # 0. Ou seja:
a

=%
(2.8)
_ b
Y = 22¢

Logo, substituindo os valores obtidos em (2.8) na ultima equacéo de (2.7):

cxz+dy2=C=>c'(2ilc)2+d~(2%)2=C=>%=C=>/l=i /%
(2.9)
A partir disso, pode-se substituir o valor obtido para A nas duas primeiras
equac0es do sistema (2.7) para encontrar os respectivos valores de x e y que otimizam a
func&o bilinear. =
No caso de trés variaveis, a segunda aplicacdo considera o célculo do volume
maximo de uma caixa retangular. '
Aplicacdo 2: Uma caixa retangular sem tampa é feita de 12 m? de
papeldo. Determine o volume méximo dessa caixa (STEWART, 2017).

Resolucdo MML.: Considere x,y e z o comprimento, a largura e a

altura, respectivamente, da caixa em metros, conforme a figura ao lado. E‘ )
necessario maximizar V(x, y, z) = xyz atendendo a restricdo imposta pelas éreés laterais
da caixa sem a tampa, dadas por g(x,y,z) = xy + 2xz + 2yz = 12. Utilizando o0 MML,
determina-se as equacdes:

{ VV(x,y,z) = Ag(x'y'z)

9(x,y,2) =12 (2.10)

Desenvolvendo (2.10) segue que:

Vi(x,y,2) = Agx(x,y,2) yz = A(y + 22)
BGy2) =2gy(y2) ) xz=Ax+22) _) TV A=3
V,(x,v,z) = Ag,(x,y,z) xy = 12x + 2y) ou

xy + 2xz + 2yz = 12 xy + 2xz + 2yz = 12 (x,y,2) =(22,1)

Logo, as dimensdes da caixa de volume maximo dado por V,,,,, = 4 m3 possuem

os valores de comprimento x =2 m, de larguray =2 me de alturaz=1m. o
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Aplicacdo 3: Um terceiro exemplo é a resolucdo obtida por
meio da fungédo lagrangeana de um problema n&o-linear adaptado de

Silva (2010) em que € necessario para determinar o extremo relativo

dafuncado f(x,y) = y? — 3xy + 4x? restritoa g(x, y) = 2x + 3y = 232.
Resolugdo MML.: A Func¢do de Lagrange equivalente é uma representacdo na

forma:
fxy)
F(x,y,A) = y? —3xy + 4x? — AM(g(x,y) — 232) (2.11)
Considerando as derivadas parciais nulas em (2.11) tem-se 0 seguinte sistema:
oF _
a=8x—3y—2/120 (D)
JoF 3
@=—3x+2y—3)l:0 (i})
aF
= —(x 4+ 3y —232) =0 (iii)
Isolando 2 em (ii) e (iii) Segue que:
21 =8x —3 8x -3 —3x+2 13 =
bie axroy=i=— g m g =x= g 2y == {1

Assim, x =26,y =60 e A = 14 é a solucdo que otimiza o problema da Aplicacao
3. Para verificar se esses valores representam um ponto de maximo ou de minimo da
funcdo f(x,y), aplica-se o Teste da Derivada Segunda avaliando o sinal de A = £, -

fyy _fxzy'

2

f(x,y)=y2—3xy+4x2:>A=(§>- 2 |-|=3) =7>0

fax ij fxy
Umavez que A > 0, fix > 0€ f,,, > 0, segue que (x,y) = (26,60) € um Ponto de
Minimo restrito ao plano 2x + 3y = 232 e ainda, f(26,60) = 60%> —3-26-60+ 4 -

262 = 1.624 é o correspondente Valor Minimo da funcao f (x, y). =
2.2 MML em Python

A linguagem de programacéo é o meio pelo qual o modelo é transformado em
cddigo computacional. Neste sentido, a linguagem Python pode ser empregado na

resolucdo dos sistemas de equacdes algébricas originados da aplicacdo do MML.

A biblioteca SciPy, por meio do pacote scipy.optimize e dos algoritmos que ele

fornece, possibilita a solucdo mais rapida e direta dos problemas envolvendo os
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Multiplicadores de Lagrange.

Sdo itens essenciais, a definicdo da funcéo de varias variaveis a ser minimizada,
a definicdo das restri¢bes e a definicdo do algoritmo que serd utilizado no processo de
solucdo dos sistemas algébricos. As restricdes impostas pelos problemas sdo inseridas
nas equagdes via um correspondente dicionario de restrigdes. De acordo com Downey
(2016), estes dicionarios sdo mapeamentos semelhantes a listas que apresentam uma
associagéo entre chaves e valores de forma ndo ordenada.

No trecho de cddigo a seguir foi expressa a importacdo da funcdo minimize do
pacote scipy.optimize. Em seguida, estd a definicdo da funcdo a ser minimizada com
utilizacdo da funcdo andnima lambda e subsequentemente nomeada para fun. As
restricbes sdo apresentadas na forma de um dicionario cons, no qual o tipo de restri¢do e
a respectiva equacdo da restricdo sdo definidas. Finalmente, a fungdo de minimizagéo é
chamada e sdo fornecidos os parametros: funcdo a ser minimizada, estimativa inicial

para o ponto de minimo, algoritmo de minimizacao que sera utilizado e as restrigdes.

from scipy . optimize import minimize

fun = lambda X: 4%(x [0]) **2 + X[1]#*2 — 3%x[0]*x[1]

cons = ({" type’ : ’eq’, “fun’: lambda x: 2+x[0] + 3*x[1] — 232})
res = minimize(fun, (1,1) , method="SLSQP’, constraints=cons)
print ( res)

O resultado do trecho de codigo anterior € apresentado na Figura 1. Os resultados
mostram, entre outros detalhes, o valor da funcdo, o valor da matriz jacobiana, a
mensagem de sucesso para 0 processo de otimizacéo e o ponto no qual a funcéo atinge
0 minimo local.

fun: 1623.999999999999
jac: array([28., 42.])
message: 'Optimization terminated successfully.'’
nfev: 13
nit: 3
njev: 3
status: ©

success: True
X: array([25.99999998, 60.00060002])

Figura 1 — Resultado da solucdo do Método dos Multiplicadores de
Lagrange utilizando a ferramenta de otimizacdo do SciPy.

Descartando a necessidade de conhecimento em programacao, os calculos sao
executados de uma maneira mais agil e a resposta obtida foi a mesma da resolucédo
analitica. Deve ser notado que uma modificacdo da funcdo a ser minimizada ou das

restri¢ces, pode ser prontamente resolvida pelo mesmo codigo.
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Além da rapidez, com um pouco mais de aprofundamento e conhecimento das
bibliotecas disponiveis, a utilizacdo da linguagem de programacdo pode fornecer a

visualizagdo grafica com curvas de nivel da funcdo e a restricdo imposta.

from scipy . optimize import minimize import numpy as np

import matplotlib . pyplot as plt import math

from matplotlib import cm

fun = lambda x: 4(x [0]) #*2 + X[1]**2 — 3+x[0]+x[1]

a=75; b=80

x = np. linspace (—(a/2) , a, 20) y = np. linspace (0, b, 20)

Xg, yg = np.meshgrid(x, y)

cons = ({’ type’ : ’eq’, fun’ : lambda x: 2%x[0] + 3*x[1] — 232})

res = minimize(fun, (1,1) , method="SLSQP’, constraints=cons) testel = lambda x: 2+x[0] + 3#x[1] — 232
plt. figure ( figsize =(10,8) )

Nlevels=80 z=fun([xg, yg])

imag=plt. imshow(z, extent =[—(a/2), a, 0, b ], cmap=cm.winter_r)

plt . contour(xg,yg,fun ([ xg,yg]) , Nlevels)

plt.. contour(xg,yg, testel ([ xg,yq]) , np. array ([0.0]) , colors =’r’) plt . colorbar (imag)
plt. scatter (res. x [0], res . x [1])

plt . show()

Como exemplo, € evidenciado o codigo acima e o grafico fornecido por ele na
Figura 2 representando o problema resolvido anteriormente:
22500

20000
17500
15000

12500

10000

5000

2500

Figura 2 — Curvas de nivel representativas do Exemplo 3

Dentre os dados mostrados no codigo anterior, tém-se informacdes do grafico
como tamanho, os valores do eixo que serdo retratados na figura e 0 mapa de cores.
Devido a possibilidade de conflito de nomes de fungdes entre as diferentes bibliotecas,

é indicado que um prefixo seja adicionado.
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3 Resultados e Discussoes

Nesta secdo s@o apresentadas algumas aplicacbes do MML com resolucdo
analitica e resolugdo numérica por meio da linguagem Python nos casos de otimizacao

em problemas envolvendo armazenagem e custo de producao.

3.1 Problema 1 - Maximizacéo de Volume

Como exemplo da aplicacdo da metodologia apresentada em estoques, pode-se

considerar o seguinte caso:

Foi sugerida a uma empresa a utilizacdo do espago de um

galpdo como seu estoque. O dono do galpdo fixou o preco de R$3,00

para cada metro quadrado no solo considerando a largura e o
comprimento e, devido ao uso de empilhadeira, o preco de R$5,00 reais para cada metro
quadrado na direcdo vertical. Ao fazer algumas contas, o empresario determinou que
gastaria R$ 1.230,00 com esse estoque. O Problema é determinar a melhor forma de
estocar o material no galpdo em apenas uma caixa para que ele tenha um gasto eficiente.

Resolucdo: O empresario precisa maximizar o volume da caixa com custo de
valor determinado, ou seja, considerando x o comprimento da caixa, y a sua largura e z
a sua altura, obter o maximo da funcéo V(x,y, z) = xyz com a restricdo de custos dado

por g(x,y,z) = 3xy + 5xz + 5yz = 1230, conforme a Fungéo de Lagrange (3.1).

F(x,y,z,1) = xyz — A(g(x,y,z) — 1230) (3.1)
A partir de (3.1) calculam-se as derivadas parciais de F:
JoF
( azyz—(3y+SZ)A:0 @)
JoF
v = X2~ (Bx+52)A=0 (i)
{7 (3.2)
oF_ (5x +52)A =0 (iid)
3y =xy X zZ)A = Ll
F ,
(371 = 3xy + 5xz + 5yz — 1230 = 0 (iv)
Colocando o multiplicador 2 em evidéncia nas equacdes (i) — (iii), segue que:
__)z
3y + 5z z=701lm
XZ X=y
,1:3 z =>{3x_5Z=> x=11,69m
) e @y ~ 11,69 m
B 5y + 5y
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Comparativamente, a resolugdo MML Python proveniente do cddigo abaixo:

print ( res)

from scipy . optimize import minimize fun = lambda (x, y, z) : —=(x*y*z)
cons = ({" type’ : ’eq’, “fun’ : lambda (X, y, z) : 3xx*y + 5xx*z + 5xy*z — 1230})
res = minimize (fun, (10,10,10) , method="SLSQP’, constraints=cons, tol =1.0e-10)

fornece o seguinte resultado de Maximizacao apresentado na Figura 3:

fun:
jac:
message:
nfew:
nit:
njewv:
status:
success:

-958.6176594496471

array([ -82.880806763, -82. » -136.66665649])
"Optimization terminated successfully.’

217

36

36

e

True

x: array([11.62045191, 11.6984525 , 7.81427885])

Figura 3 — Resultado do Problema 1 com Python

Vale ressaltar que, devido a utilizacdo da funcdo minimize da biblioteca SciPy,
que tem a finalidade de minimizar funcdes, a funcéo a ser maximizada foi escrita com
sinal negativo e a resposta obtida também foi tomada com o sinal negativo. Esse artificio
matematico € um recurso util e comum em problemas de otimizacdo que envolvem

abordagens computacionais. -

3.2 Problema 2 - Minimizacéo de Custos de Producéo

Como exemplo da aplicacdo do MML de resolucéo de problemas de minimizagéo
na Economia, € apresentado um caso adaptado de Parizi (2018):

Uma empresa matriz gerencia trés fabricas filiais: A, B e :
C, todas com a finalidade de produzir o mesmo produto que séo -
mochilas de couro. Um pedido de 530 mochilas foi recebido pela empresa matriz. Cada

uma das fabricas A, B e C possuem o custo de producdo, em reais, dado por:

= (2)

|G = (g)2 +13

2
+5

(3.3)

\ x +y+2z =530

sendo x, y e z as quantidades de mochilas produzidas nas respectivas fabricas.
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Nessas condigdes, a matriz precisa determinar as quantidades que devem ser produzidas
em cada filial de modo que o custo total de producéo seja minimizado.

Resolucéo: Considere a Funcdo de Lagrange:

20\2 N2 [22\*
F(x,y,2,2) = (?) + (5) + (?) +16 + A(x +y +z — 530) (3.4)
Aplicando o MML em (3.4) segue que
(OF 8x 120 )
dx 9 - O
JoF
%= -1=0 (i)
* oOF 92 . _, i) (3.5)
ay = 3 = Lt
aF— +y+ 530 =0 (i
T x+y+z = 0 (iv)
Assim,
8x y 9z x =~ 148,54
?=E=—=> y = 264,08

8 &z~ 11737

Uma vez que a mochila produzida ndo permite fracionamento, deve-se usar o
valor inteiro mais proximo da resposta obtida para que o custo seja minimizado.

Assim, sdo obtidas as respectivas quantidades de mochilas produzidas nas filiais
A, B e C: x = 149 unidades, y = 264 unidades e z = 117 unidades. O custo minimo
de producéo das 530 mochilas € dado por

Cr(149,264,117) = C,(149) + C5(264) + C-(117) = R$ 35.007,17
A correspondente resolucdo de Minimizacdo em Python é obtida da execucao

do seguinte script:

from scipy . optimize import minimize

fun =lambda (X, Y, z) : (2#x/3)**2 + (y/2) **2 + (3x2/4) **2 + 16
cons = ({" type’ : ’eq’, “fun’: lambda (X, y, ) : x +y + z = 530})
res = minimize(fun, (1,1,1) , method="SLSQP’, constraints=cons)
print (res)

A resolucdo MML Python segue na Figura 4.

fun: 35807.80346026714
jac: array([132.84199219, 132.84199219, 132.84199213])
message: 'Optimization terminated successfully.’
nfev: 35
nit: 7
njev: 7
status: @

success: True
x: array([148.5469749 , 264 _.88271842, 117.37038668])

Figura 4 — Resultado do Problema 2 com Python
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Da mesma forma que foi determinado via resolucéo analitica, determina-se que
a otimizacdo do Problema 2 é obtida se a fabrica A produzir 149 mochilas, a fabrica B

produzir 264 mochilas e a fabrica C produzir 117 mochilas. =
3.3 Problema 3 - Minimizacéo de Custos de Materiais

Para problema de minimizagdo de custos de materiais segue exposta uma outra
situacdo adaptada de Parizi (2018).

Uma fabrica de embalagens retangulares para acondicionar creme de
leite produz caixinhas de volume V =96 cm®. Devido a necessidade de f

empilhar as caixinhas no transporte e nos locais de venda, o material da base e e

~ . 3 . .
da tampa sdo mais reforcados e custam > do valor do material usado nas laterais. O

Problema 3 é determinar as dimensdes das caixinhas de forma que o custo de producéo
seja minimizado.

Resolugdo: Convencionando um custo de 2a para o material das laterais da
caixinha e um custo de 3a para o material da tampa e da base, fica estabelecida a seguinte

Funcéo de Lagrange:

F(x,y,z,1) = 3xya + 2zxa + 2yza + A(xyz — 96) (3.6)
Aplicando o MML em (3.6) segue que:
(O 3t 22a-Ayz=0 (i
Pl ya+ 2za — Ayz = i)
JoF
v 3xa + 2za — Axz = 0 (ii)
{ap (3.7)
7y = 2xa + 2ya — Axy = 0 (iii)
JoF .
ka—zxyz—96:0 (iv)

Logo,

3ya+2za 3xa+2za 2xa+ 2ya =y =
1= Y _ _ Yy :{x y=4

vz bwA Xy z=6

(@)
Assim, atribuindo a = 2 centavos, o custo final de producdo de cada caixinha é:
Cr(446)=3-4-4-242-6-4-2+2-4-6-2=R$2,88

A resolucdo obtida pela aplicacdo do cddigo Python do script abaixo:

from scipy . optimize import minimize a =2

fun =lambda (X, y, Z) : 3xxxy*a + 2%zxX*a + 2xy*Z*a

cons = ({" type’ : ’eq’, “fun’ : lambda (X, y, z) : x*xy*z — 96})

res = minimize(fun, (4,4,4) , method="SLSQP’, constraints=cons)
print (res)
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obtém a mesma resolucdo analitica encontrada pelos resultados MML da Figura 5.
fun: 288.80000364972414
jac: array([47.99734879, A47.99734879, 32.80352859])
message: "Optimization terminated successfully.”

nfewv: 448
nit: 76

njev: 75

status: @

success: True
x: array([4.88044159, 4_88844144, 5.99867567])

Figura 5 — Resultados do Problema 3 com Python

Considerac0es finais

As aplicacbes de otimizacdo representadas pelos Problemas 1, 2 e 3,
evidenciaram que cada resolucdo via abordagem analitica para a determinacdo dos
extremos da Funcao de Lagrange apresentou calculos matematicos extensos e de media
complexidade. Foi possivel observar também que a implementacdo Python do
correspondente MML proporcionou maior agilidade na obtencdo das mesmas respostas
de Méximos ou de Minimos para esses problemas.

Nesta abordagem computacional, caso algum valor seja alterado, é necessario
apenas uma atualizacéo na entrada do codigo e executar o script novamente.

Apesar da necessidade de dominio das ferramentas computacionais, a resolugédo
MML via Python ndo fica restrita aos sistemas simples, que podem ser resolvidos
manualmente, e pode englobar restricdes e funcdes mais complexas. Dessa forma, a
resolucdo por meios computacionais se torna mais rapida e proporciona agilidade ao
trabalho de otimizacdo. Além disso, ressalta-se que ha outras questdes relacionadas aos
métodos numericos tais como 0s erros numeéricos, os quais ndo foram o foco da
discussdo, mas destacam a precisdo dos métodos computacionais. Ainda na abordagem
digital, uma vez que as ferramentas computacionais utilizadas permitem a utilizacdo de
cddigos dos mais simples aos mais elaborados, se faz necessario o desenvolvimento
conceitual sobre ambos, a linguagem de programacéo e o ambiente colaborativo. A partir
disso, é possivel ter maior agilidade na obtencdo dos resultados sobre o MML e até
mesmo apresenta-los em formas gréaficas quando houver menos de trés variaveis no

problema a ser otimizado.
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